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1. INTRODUCCION 
La aparición del cowputador electroníco digital 
ha supuesto en el Cálculo de Estructuras, al igual que en 
numerosas áreas de la actividad científica, una revolución 
extraordinaria. Una consecuencia importante ha sido el sur 
gimiente del método de los elementos finitos, hace más de 
veinticinco afios (1) . Inicialmente este méto~o se conside-
ró específico para la resolución de problemas del análisis 
estructural. Es bien conocido, el estado de entonces del -
Cálculo matricial de estructur~s de barras, y su exigencia 
de ampliación natural hacia otros elementos estruct.urales 
de un núm.ero mayor de dos nudos. Estos intentos de genera-
lización, unidos a la inmensa capacidad de computación que 
comenzaba a emerger, han permitido el nacimiento del méto-
do de los elementos finitos en el proceso de resolución de 
un problema estructural, concretamente, en la Ingeniería -
Aeronáutica. Desde entonceR, el progreso del método ha si-
do impresionant.e, é!.bandon:ando el_localismo estructural de 
sus inicios y contituyendo actualmente una iroportante he-~ 
rramienta para el estudio de probleJTias ce caJl1pos :rnatemáti-
cos~ que permiten modelar una gran variedad de fenómenos -
físicos.·Lo~-fundamentos matemáticos del método están, en 
la actualidad, bien establecidos (2) y .existen numerosas -
v~ariaciones y planteamientos come, por citar sólo algunos, 
l~s técnicas ~e la; :funciones pesantes (Galerkin, colocación 
... ·"::: .·. ·, . 
... ~- . -~ ., 




mínimos cuadrados, etc.); procedimientos semianalíticos --
. (bandas finitas, lajas y prismas finitos, etc.), y el bien 
conocido método de los e~ementos de contorno. Una revisión 
de estas posibilidades puede. verse en (3). 
El objetivo de este artículo se centra en la for 
mulación clásica del método de los elementos finitos y, --
dentro de ella, únicamente en un aspecto todavía no bien -
estudiado: su exactitud. 
Son bieh conocidas las condiciones que deben de 
satisfacer las funciones de forma y, a veces, la configu-
ración de la malla de elementos para alcanzar la conver--
gencia simple o monotónica. Sin embargo, no existe actual 
mente una teoría, suficientemente establecida que permita 
medir la eficiencia computacional(*) y, por lo tanto, co~ 
parar objetivamente e:l.istintos elementos de una librería 
de elementos finitos. Probablemente esta eficiencia com-
putacional no deba ser evaluada en el elemento aislado, o 
en constelaciones indefinidas de elementos idénticos, sino 
en una configuración de malla real, para resolver un pro--
blema estructural específico. Se comprende el número de pa-
(*)NOTA: Se define en este contexto como eficiencia compu-
tacional la relación de la exactitud de los resul 
. 
~ -
tados (inverso del error) al esfuerzo del calculo. 
La exactitud puede referirse a uno o varios resul 
.tados, obtenidos en uno o varios puntos. 
-
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rámetros, que están·irnplicados en este estudio; algunos de 
ellos se r~lacionan a continuaci6n: 
1) Caracteristicas de las funciones de forma, entre -
los que se pueden mencionar: 
El ~rden de continuidad interior (funciones a 
trozos, corno el elemento triangular de Clough y 
Felippa (5) o exterior (hiperelernentos) • 
- El grado de las funciones polin6rnicas que se uti 
lizan. 
- Cornpletud de los polinomios (6). 
2) Tipo de elementos, en sus distintos aspectos: topó 
16gico (triangulares, rectangulares, tetra~dricos, 
etc.); de dirnensionalidad (mono, bi o tridimensio~ 
nales); georn~trico (isopararn~tricos, proporciones 
entre caras o lados, etc.). 
3) Configu;raci6n de la malla, tanto en el tipo de e~ 
nexi6n :r secuencia de elementos corno en la distri 
buci6n de dimensiones entre ellos. 




1ar, puntos donde se evalúan dichos resultados 
(centros de gravedad, nudos o puntos de Gauss) y 
técnica de obtención de los mismos (directa, pro-
medio, extrapolación, etc.). También, el resulta-
do especifico que s~ analiza (fech~s, derivadas -
de éstas o esfuerzos, que implican derivación de 
orden superior) • 
5) Acciones (concentradas, distribuidas); condicio-
nes de contorno (eseciales, naturales, mixt~; 
clase de continuidad drl contorno; y variaciones 
geométricas (espesores, cantos, etc.) de la es--
tructura. 
6) Procedimientos numéricos y de discretización uti 
lizados; en especial, se hace referenciA A las -
modernas ·::écnicas de integración reducida y sele~ 
tiva de las matrices de rigidez y cargas equiva-
lentes .en los elementos, cuyos resultados en la 
eficiencia computacional son espectaculares. Mé 
todos de ensamblaje y resolución del sistema (s~ 
lución frontal, eliminación de Gauss, etc.), si 
bien ya estos últimos, como en general la organ!_ 
zación de todo el análisis; caen dentro del domi 
nio de las disciplinas informáticas que, a pesar de 
ser _iinpor;t;.antes "per se", no son objeto de este 
·"_.~·:. ·. ·; ··. . . 




En opinión del autor, la complejidad de este es-
tudio, en ·el estado actual de conocimientos, motiva que --
aquel no sea susceptible de un planteamiento general. Por 
esta razón, ha parecido conveniente la consideración de un 
caso estructural muy simple--la columna de sección varia-
ble-, correspondiente a un problema en elementos finitos -
de clase C0 , que, sin embargo, permite, por un lado, su ex 
tensión a situaciónes estructurales análogas (problemas de 
torsión, membranas de revolucí6n, bandas finitas, etc.), -
sin apenas modificación conceptual, y, por otra parte, apo~ 
tar indicaciones sobre las posibilidades de llevar a cabo 
un análisis paralelo en elementos y estructuras más compl~ 
jos, bien en mayor dimensión (estructuras 2-D y 3-D), bien 
en requerimientos de continuidad más elevada (estructuras 
de flexión, tipo c1 , etc.). 
2. · ANALISIS DEL 1'-if.ETODO DE LOS ELE:MENTOS FINITOS 
2.1. Método de la matriz de rígidez 
Se su?onen conocidos los fundamentos y etapas -
fundamentales del método de los elementos finitos en su -
formulación de rígidez. A estos efectos, puede verse el -
capítulo 2 de la publicaclón (7). Aquí sólo se comenta, -
-
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muy brevemente el método de la rígidez directa. 
Las ecuaciones de equilibrio de los nudos de un -
sistema estructur~l pueden ser deducidos de diferentes mo-
dos. En cualquier caso, se llega a un siste~a lineal de --
ecuaciones(*) del siguiente tipo: 
K U = P {2.1} 
en donde 
K es la matriz de rigidez general de la estructura. 
U un vector que contiene todos los movimientos de los 
nudos. 
P un vector de fuerzas generalizadas actuando en los 
nudos. 
La ecuación matricial {2.1} indica que la suma -
de las fuerzas interiores, K U (expresada en función de los 
movimientos de los nudos), es igual a las fuerzas generali 
zadas, P. 
(*)~: Se sup:Jnen estructuras lineales, es decir, con pe 
queños movimientos y deformaciones y material elá'Ei 
tico y hookeano. 
-
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· La matriz de rígidez K se obtiene como suma direc 
ta de las matrices de rígidez de cada elemento, es decir 
K = í:!5m {2.2} 
. 
Para un eleinentp típj_co m, la matriz de rigidez 
se obtiene mediante la expresión: 
K = J BT D B dV 
-m vol-m -m -m m {2.3} 
en donde la integral está extendida al volumen del elemen-
to (área o longitud, en ~1 caso de idealizaciones 1-D y 2-D, 
que implican una integración previa) • 
Las ecuaciones constitutivas del elemento -rela-
ciones entre tensiones y deformaciones- toman la forma: 
{2.4} 
en donde 
Ero son las deformaciones en el elemento debidas a los 
movimientos 2m y ~m representa el vector de tensio 
nes iniciales en el elemento antes de la deforma--
ción • 
... . .. 
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Las deformaciones dentro del elemento pueden ser 
evaluadas por una ecuación del tipo 
Im = L 2m (x, y, z) {2.5} 
con L un operador diferencial cuyo orden m define la clase 
m-1 de problema e a estudiar. 
U (x, y, z) son los movimientos U en el punto x, y, z 
--m 
del elemento. 
El procedimiento en elementos finitos realiza la -
aproximación en el campo de movimientos básicos dentro del 
elemento, según la siguiente expresión: 
u (x, y, z) = N U 
-m -m 
{2.6} 
siendo ~ las funciones de interpolación o de forma del -
elemento. 
La ecuación {2.5}, al introducir la {2.6}, se-






con = L N 
--m {2.8} 
·Las fuerzas generalizadas P se obtiene como suma 




vector de fuerzas concentradas 




distribuci6n superficial de 
t 
elementos. Se e~presan como 
.1 




T = ET 
-m· 
elemento, 
en los nudos. 
equivalentes a -
tensiones sobre 
suma de las fuer 
es decir: 
{2.9} 
(*) NOTA: conviene observar que B corresponde a una matriz 
de elevada ·,dimene$i6n, !>Westo que contiene todos -
los grados de libertad de la estruct~ra. Sin embar 
·. ' .. go~. dentro de ·un programa de computador, tinicame!!_-
te ·sus t~rminos no.nulps y sus posiciones se con-
servan dentro del mismo. La ventaja de esta nota-
ci6n es que la suma directa de las matrices K , -· 
dada por 1~ ecuaci6n {2.2} es correcta, sin ñWce-
1 ~ : • • ·• •• 
... . :· . . _. ... si~ad .d~ .... r~currir al concepto {8) de suma boolea-
.. . . .. . . ~~ ::>t .;;:\i. ' ¿ ' 
'.-..,~·.<: .. :::;.'.:· .. ·< :~;:\" ..... . . 






t son las tensiones superficiales sobre el elemento m. 
-m 
La relación entre los movimientos de la sup~rfi-
cie del elemento, u , y los movimientos en los nudos viene 
. -m 
expresada por la ecuación: 
con 
u (S) =N. U 
-m -m 
e) F: vector de cargaB generalizadas, producidas por 
las tensiones iniciales Tm' y cuya expresión -
es: 
F = ¿p 
-m 
{2.10} 
Las condiciones de sustentación (apoyos) impli-
can la· imposición de movimieritos'conocidos en determinados 
n,':ld?s, en los que, por lo tanto, las fuerzas actuantes son 
. . 
desconocidas ·(reacciones) • Una forma de considerar est,as -
c~nd.iciorie-s:: dé".-·\núst~entación consiste en. particionar la ecua 
·.... .. 
.. ;·:.: ::~~~ 
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ción {2.1} como sigue: 
K u + K . ub = p 
-a a -a -ab -a 
{2.11} 
K u + Kbb u = pb 
-ba -a -b 
en donde 
p son cargas especificadas en los nudos. 
-a 
pb son cargas desconocidas en los nudos (reacciones) 
! 
~ son. los movimientos desconocidos de los nudos. 
ub son los movimientos especificados de los nudos. 
Teóricamente, la resolución de {2.11} es inmedia 
ta, pues basta escribir el primer grupo de ecuaciones como 
se indica a continua~ión: 
* K u- = P - Kab ub = Pa 
-aa -a. -a 
* 
{2.12} 
en donde Pa puede calcularse directamente y, por lo tanto, 
1 
U· puede obtenerse de la ecuación {2.12}. 
-a 
Introduciendo U en la segunda ecuación matricial 
. -a 
.. 
. de { 2.11 }, se deducen las reacciones Pb • 
~ ... . · .... 
. :·· : ._.¡ ~· 
... · ·~ 
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Desde un punto de vista de programación, existen 
diferentes técnicas de introducción de las condiciones de 
apoyo, tales, como la adición de rigideces ficticias a la 
estructura, para coaccionar el correspondiente grado de li 
bertad (componente del movimiento), que son mucho más efi-
cientes que la que se acaba de comentar •. 
2.2. Criterios de convergencia_ 
El ~étodo de los elementos finitos ha sido funda 
1 
mentado en una base matemática'· firme, comprobándose su ín-
tima relación con la técnica de minimización directa de -
funcionales, debida a Ritz (9). 
La aplicación del método de los elementos fini-
tos es válida(*) únicamente si una serie de condiciones-
se satisfacen: 
Las fu.nciones de interpolación, definidas por -
la ecuación {2. 6}, evid~:ntemente deben de curr.plir: 
(*·) NOTA: Válida ~e refier~~ en este apartado, en un sentido 
· laxo~ a la propiedad de convergencia en la energía 
considerando una serie minimizante de Ritz. Lamo-




o .. l.J ( del·ca de Rronecker) 
Por atraparte, si en la ecuaci6n {2.7} se supone 
que la estructura se desplaza según un movimiento de s6lido 
rígido, las deformaciones ~ en cada elemento deben de ser 
nulas lo que implica una serie de condiciones para las ma 
trices B y~ por lo tanto, para las funciones de forma. 
-m 
Como en el método de los elementos finitos se es 
tudia la convergencia mediante comparaci6n de resultados -
obtenidos en mallas sucesivp.s, en las que cada una está con 
tenida en las siguiente~,<~) es importante que las matrices 
B satisfagan (al menos en el límite, cuando el elemento -
-m . 
tiende a volumen nulo) la siguiente propiedad de deforma--
·e:·.i6n constante: Es posible, mediante selecci6n conveniente 
de.los movimientos 2_ de la estructuraJobtener un estado de 
deformaci6n constante arbitrario, E , en el elemento. Esta 
. -m 
condici6n restringe la libertad de elecci6n de las funcio-
neé de forma N ,· puesto que éstas se encuentran relaciona-
-m . 
das con las matrices· B por medio de {2.8}. 
-m 
*) NOT·A: . Se puede conseguir esta serie de mallas minimizan 
-- te; én el método de. los. elementos finitos, por --= 
subdivisi6n de la malla precedente (que constitu-
ya la técnica natural en este método) o por incre 
mento del grado de los polinomios de las funciones 
(hiperele:mentosy elementos a trozos) • 
\ ... 




Por otra parte, las condiciones de continuidad -
.(·compatibilidad) de la estructura exigen que las funciones 
de forma, N ' sean tales que la ecuación {2.8}sea admisible 
-m 
decir, N deben de de clase rn-1 (continuidad de las es ser e 
-f"\ 
derivadas de orden rn-1) • 
Si los anteriores requerimientos de continuidad 
existen en los nudos del elemento -adoptando corno incógn! 
tas básicas U, los movimientos y sus rn-1 primeras deriva-
das-, éste se denomina simple. En el caso de que se exis 
ta en los nudos una continuidad superior o inferior a la 
estricta, el elemento se suele llamar hiper o hipoelernen-
to, respectivamente. 
Sin embargo, la continuidad a lo largo de los -
lados -en los elementos bidimensionales o superficiales-
o de las caras -en los elementos tridimensionales o volu-
rn-1 
métricos- puede ser menor que e , y los elementos seguir 
siendo convergentes para ciertos tipos o configuraciones 
de mallas. Estos elementos se llaman incompatibles o no 
rn-1 · 
conformes. Si existe una continuidad e a lo largo de los 
lados o caras del elemento, éste es siempre convergente, 
independientemente de su disposición dentro de una malla 
y se llama elemento conforme o compatible. Además, la con 
vergencia en energía de estos elementos es siempre rnonotó 
nica, disminuyendo el error en la energía desde valores -
superiores. 
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De la exposición anterior, no se deduce necesaria 
mente que los elementos conformes sean más eficientes y --
exactos que los que no lo son. Existen numerosos ejemplos, 
en este sentido, entre los que puede citarse el publicado 
por King y otros (10), correspondiente a la flexión de pl~ 
cas. No obstante, la.utilización de eleroentos no conformes 
exige la comprobación adicional de su convergencia dentro, 
de la malla. Un modo simple de realizar esta comprobación 
ha sido expuesto por Irons (4) y se denomina "patch test". 
En resumen, se puede afirmar que el estado ac-
tual del método de los elementos finitos es aceptable des 
de un punto de vista de conocimiento de los criterios de 
convergencia. No obstante, los escasos resultados actua-
les en relación con la eficient:::ia y comparación de la --
exactitud entre distintos tipos de elementos son escasos. 
La mayoria de ellos son poco adecuados para su aplicación, 
ya que exigen el conocimiento de parámetros no accesibles 
. "a priori" al realizador de un cálculo en elementos fini-
tos, tales como los autovalores,de la matriz de rigidez 
K de la estruct·1ra. 
Como se ha indicado en el apartado 1, la compl~ 
jidad de un estudio sobre criterios de velocidad de conver-
gencia es elevada, por lo que un análisis referido a uno de 
-
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los elementos más simples ha parecido de interés, como pri 
mera aproximación al tema. 
3. LA BARRA RECTA DE SECCION.VARIABLE BAJO ACCIONES AXII.ES 
3.1. Importancia del estudio· 
La columna constituye una estructura monodimensi~ 
nal (1-D) recta, y representa ~n problema de clase e~ En -
efecto, el operador L de la;ecuación {2.5}, que relaciona-
d deformaciones con movimientos, es L = dx' es deci~ se tiene 
por definición: 
du 
E = dx 
A pesar de ser el elemento estructural más sim-
ple, su utilidad es grande ya que aparece en el estudio, -
mediante elementos finitos, de.membranas de revolución, y, 
en el método de las bandas ·finitas, en el estudio de mem-

























siendo u, v y w los movimientos de un punto genérico en las 
direcciones r, e y z del elemento recto inclinado un ángulo 
~ respecto al eje vertical de revolución (o giro, en las -
bandas finitas), z. Las coordenadas polares son r y e. La -
longitud del elemento es s. 
El operador L es, evioentemente, de la clase e~ 








u o cos 
V o sen 
wo 
ó 
A e + u1 senA e n n 
A e + v1 r-osA e n n 
nTI A = -- , según el caso, se reduce el 
n a 
problema a una dimensión (estructuras 1-D) • 
En los. siguientes apartados, se estudia la colum-
na de sección variable, y, en particular, la matriz de ri-
gidez y las cargas equivalentes (solución inicial), con ob 
jeto de obtener la solución exacta que permita comparar los 
distintos tipos de elementos finitos. 
3.2. Matriz de rigidez 
Sea el problema de la barra recta 1-2, a exten-
sión, de la figura 3.1. Se supone que es la· longitud 1 y 
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secci6n A(x), variable con la absc·l·sa x. La det.erminaci6n 
de la matriz de rígidez k se puede llevar a cabo, dentro 
de la teoría elástica y lineal, mediante la resoluci6n de 
los siguientes problemas de contorno: 
d {EA du} = O 
dx dx ' para x G:(O, l) · {3.1} 
para 
{3.2} 
para X = l 
EA du = para = o dx -p X 1 
{3.3} 
EA du l dx = p2 para X = 
en donde u 1 y u 2 son los movimientos de lo~ nudos 1 y 2. -
Los valores de p 1 y p 2 corresponden a las fuerzasexteriores 
actuando en los extremos 1 y 2 de la barra. 
La soluci6n del problema de contorno constituido 
por las ecuaciones {3.1} y {3.2} (problema de Dirichlet) -
permite obtener la expresi6n del movimiento u(x) corno fun-
(*) NOTA: Se usan minusculas para los movimientos del ele-
mento, que se recogen en un vector u, que consti 






ción de u 1 y u 2 , en la forma siguiente: 
u(x) N u {3.4} 
Se observa que N. (x) son unas funciones de inter 
l 
polación, en la nomenclatura del método de los elementos -
finitos. En realidad, contituyen las funciones de interpo-
lación exactas del problema estructural definido por {3.1} 
y {3.2}. 
Es fácil deducir que las expresiones de estas --
funciones de interpolación exactas, supuesto el módulo de 
elasticidad E constante, son: 
con 
( ) = A ¡1 dE; N1 X X ~
{3.5} 
- 1 
A = ""1· dx 
1o A(x) 
Se observa que N. satisfacen las condiciones ca~ 
l 
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racteristicas ~e las funciones de interpolación es decir 
= o .. l.J (delta de Kronecker) 
El criterio de deformación constante, se cumple 
asimismo, ya que 
du EA(x) dx = EA(u2-u1 ) = (constante arbitraria) 
En efecto 
dN dN2 EA (x) { d; , <:!X"} l:: 1 = 
Por otra parte, la solución del problema de con-
torno definido, por las ecuaciones {3.1} y {3.3} (problema 
de Neuman), tiene solución.únicamente cuando p1 + p 2 =O 
(equilibrio de fuerzas). En este caso, la soluci6n no es 
única, ya que existe·)a posiblidad de un movimiento de s6 
lido rigiqo (traslaci6n u(x) = u 0 constante). 
En efecto, la soluci6n general de {3.1} es: 
. -:.:• :· x d~ 
u < ~ ~:·~· . ..,.~ . :el- ·Y:o: .. ~F.A < ~ > + e 2 
.. " 
. ' .. , 
{3.5} 
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que al imponer {3.3}, resulta: 
-p 1 
= O o bien -p 1 
Por lo tanto, u(x) =E ¡x E O {3.6} 
Una forma de obtener 11a matriz de rigidez de la 
barra consiste, simplemente; en deducir p 1 y p 2 a partir -
de la solución {3.4}, considerando la definición dada por 
las ecuaciones {3.3}. Se llega, así, a la expresión: 
en donde 
·.•. 
::: ll ::1 
dN1 k ~ -EA(x) ~1· = EA 11· ox x=o· 
dN · 
. . 21· -k 12 = .,...EA(x) ~ x=O =-EA 






con k = EA. 
Una forma alternativa, probablemente más simé-
trica, de llegar a la matriz de rigidez, y que ha sido uti 
lizada por Samartín y Munro (11) en problemas estructura-
les más complejos (láminas de traslación), se indica a --
continuación: 
La solución gener~l de {3~1} es {3.5}, que parti 
cularizada para los valores x=O y x=l, conduce a los resul 
tados: 
en forma matricial.e~: 
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Análogamente, la ecuación general {3.5} permite 
du obtener p 1 y p 2 al particularizar EA dx para los nudos ex 




[ :: J = r-: : ] [::: ] = G -p [::] {3.10} 
. La matriz ~ es siempre no singular , por lo que, 
del sistema de ecuaciones { 3. 9} y { 3.10}, pueden elimi.nar-




con k = Gp . 5k1 
3:3~ Solución inicial 
~ .. 
·, .... ~ 
..... 





~. . . 
[::1 = k [::] {3.11} 
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Se supone la barra solicitada con una carga dis-
tribuida, la intensidad definida por la función q(x), se--
gún figura 3.1 (b). La posibilidad de cargas ai:sTadas se in-
cluye en esta representación si se considera la extensión 
de la función q(x) al campo de las funciones generalizadas 
o distribuciones. En particular, la carga aislada, en el 
' ' . 
punto x 0 de intensidad Q, puede ser definida por la distri 
bución de.Dirac, a~! 





f. o(x-xo)dx =·1 
-oo 
y para todo 
La obtención de las cargas p~ y p~, actuando en 
los extremos de la barra, y equivalentes a q(x), se dedu-
cen de la resolución del problema 
~{EA du} = q dx dx {3.12} 
u = o para X = 0 




(a) Matriz de rígidez (b) Solución inicial 
Figura 3.1. Barra recta a extensión 
~-... _--- Ai A -----. 
~ 2 / 
~ . ' / 
T u;r--. ---.--· --=--;Gt 
;. . . 
. . • 
,l ~x L _j 
Figu~a 3.2~ Notación 
...... 
. · ....... 
.·. ,··,., • .. 
· .. · . 
-
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Una solución par~icular u= U 0 (x) de {3.12} es: 
U
o 1x dt: . 1 t: = o EA(t;) o q(n)dn 
con lo que la solución inicial se obtiene sumándole la ge-
neral o complementaria {3.5} de modo que las condiciones -





EA ( t;) f 0 q (n) d n 
Las cargas p0 qn los extremos de las barras, equi 
valen tes a q se obtienen aplicando lasfórmul'a:s {3. 3} y son: 
: •. 
3. 4·. AElicación ·, 
. . ... .~: ~ 
- . :,· .. 
.. ·.: .: .;.~ 
[ 
k o] . = - u ' 
. 12 2 {3.13} 
1 o . 
f O q ( t; ) el t;-k 2 2u 2 . 
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Las expresiones {3.11} y {3.13} de la matriz de 
rigidez y cargas·equivalentes pueden ponerse en la siguie~ 
te forma: 
k = EA [~ -~] {3.14} 
"" o ] = EA r~ o J \ pl u2 l pg q ( ~) d~- u~ {3.15} 
Ambas fórmulas pueden ser obtenidas utilizando -
consideraciones energéticas elementales. Ver, a este res-
pecto (1} • 
Se considera, a efectos de este análisis, el ca-
so particular de variación lineal de la sección de la co--
lumna, es decir, la ley de áreas es (figura 3.2}: · 
A(x} {3.16} 
en donde A1 y A2 son, respectibamente, las áreas en los -
extremos 1 y 2 de la barra. 
1 ' 
Se intr.oduce, por conveniencl:a, una coordenada adi 
mensional ~' definida por la fórmula de transformación: 
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X = 
o bien, la inversa 
siguiente: 
con 
~: = 2x _1 s T 
La ley de variación de áreas se convierte en la -
A(~) = A(l + ll~} {3.17} 
Al + A2 
A = (área media) 2 
A2 - A 1 <llll~l) ll = A2 + Al 
Los parámetros A y ll permiten definir la variación 
de la sección~ El coeficiente ll varia entre los valores -1 y 
l. El valor lJ=O corresponde a sección constante. 
En l.o que sigue, se definirá la matriz de rígidez 
k poi un factor k de acuerdo con la siguiente igualdad: 
- .. 
r 1 -1] k l:-1 1 {3.18} 
¡. 
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El coeficiente k es función de ~ únicamente. 
o o De un modo análogo, las cargas, p1 y p 2 , equiva-
lentes a una acción de intensidad q, uniforme en toda la -
luz de la barra, se determinarían mediante el coeficiente 
p, definido según la expresión: 
{3.19} 
-El parámetro p es también función únicamente de 
~-
Dentro de los apartados siguientes1 k y p1 se deno 
minarán parámetros del elemento. Conviene observar que am-
bos parámetros satisfacen las siguientes condiciones: 
k{~) = k{-~) 
p{~) = 1-p{-~) 
{3.20} 
Aplicando las fórmulas {3.14} y {3.15} a la 
columna con variación de sección lineal, dada pOr la fór-





siendo log el logaritmo neperiano. 
Los valores de estos parámetros, para distintos -
coeficientes, ~' de forma de la sección, _se representan en 
la tabla 3.1. 
Mediante las expresiones { 3. 5} se pue:tlen deducir 
las funciones de forma N1 y N2 , correspondientes a esta so 
lución exacta, que son: 
N1 = {log(i~0~)}{log(i~0)}-1 
{3.22} 
N2 = {log( 1+~~)}{log( 1+~)}-l 1-~ 1-~ . 
que se representan en la figura 3.3. 
4. ELEMENTOS SIMPLES DE DOS NUDOS CON FUNCIONES DE FORMA LI-
NEALES A TROZOS 




.·_.._.--- ~= 0.5 
____ r= o. 9 
-t o 1 
r :o.s -------..._____ ____  
~=0.9~ 
o ,fo. 
Figura 3.3. Funciones de forma exactas del elemento. 
(Tres casos de variación lineal expresados por 
el 'coeficiente ~) • 
. • ~ 
Tabla 3.1. Valores de los parámetros del elemento. 
~ 
Solución exacta • 
k= 2~{log(1+~)}-1 
1-~ 
o.oo 0.10 0.20 
p = i+1 {log(1+~)}-1 
~ 1-~ 
0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
k 1.000 0.997 0.987 0.969 0.944 0.910 0.866 0.807 0.728 0.611 0.374 





Las funciones de forma son (figura 4.1}: 
1 
N1 = 2(1-~} 
{4.1} 
N2 = ~(1+~) 
Constituye un elemento de deformaci6n constante.y 
la matriz de rigidez, k es~ 
EA 
k= T EA T 
Las cargas equivalentes a una acci6n distribuida 
en toda la luz 1 de la barra, con un intensidad q, son: 
p = ql 
En este caso~ los factores adimensionales k y p 
son los siguientes: 
k = 1 
{4.2} 
-p = 0.5 




Figura 4.1. Funciones de forma del elemento lineal: 1 tramo 
-i o 








Tabla 4.1. Valores de los parámetros del elemento. 
Elemento simple con funciones de forma lineal. Tramo único. 
k = 1.000 p = 0.500 
Errores absolutos ~k= k - k t exac o L\p = P exacto 
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 
1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 
0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 
0.000 0.003 0.013 0.031 0.056 0.090 0.134 0.193 0.272 0.389 
0.000 0.017 0.034 0.051 0.070 0.090 0.112 o.138 · o·.17o 0.216 ) 
Tabla 4.2. Valores de los parámetros del elemento. 
Elemento simple con funciones de forma lineales. Dos tramos iguales 
- 1 2 k=1-4 l..l 
· r.rrores absolutos 
0.00 0.10 0.20 
- 1 l..l p=2 + 8 
~k = k - k ~p = 
exacto 
0.30 0.40 0.50 
-
Pexacto 







k 1.000 0.998 0.990 0.978 0.960 0.938 0.910 0.878 0.840 0.798 0.755 
p 0.500 0.513 0.525 0.538 0.550 0.563 0.575 0.588 0.600 0.613 0.625 
~k 0.000 0.001 0.003 0.009 0.016 0.028 0.044 0.071 0.110 0.187 0.381 






4.2. Elementos con funciones de forma lineales a trozos. 
Dos intervalos iguales 
Las funciones de forma son (figura 4.2): 
{ (1-V) (1+1;) -~ para E;, ~(-1, O) 
N1 = (1-v) (1-E;,) para E;, E( O, 1) 
{4.3} 
f" (1+~) para E;, e-(-1, O) 
N2 = 
v(1-E;,)+E;, para E;, E( O, 1) 
con v un coeficiente arbitrario. 
El elemento es de deformación constante en cada 
uno de los dos subintervalos • Po~ lo tanto, presenta inter 
namente una discontinuidad en la deformación. 
Parámetro de la matriz de rígidez: 
k = 2 - 4v + 4v 2 + (1+2v) {4.4} 
Parámetro de las cargas equivalentes: 
-p = 2v + 1 4 
Como en el método de los elementos finitos se ob 
tienen rigideces superiores a las exactas, una importante 
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mejora en el elemento anterior sería elegir el coeficiente 
v de modo que el valor de k fuera mínimo. En efecto a par-
tir de la condición ~~ = O, se deduce: 
con lo que los parámetros del elemento son: 
k 1 1 ·2 = 
- 4 1-l 
{4.5} 
4 + ]..l p = 8 
Se representan estos valores en la tabla 4.2. 
4.3. Elemento con funciones de forma lineales a trozos. Dos 
intervalos desigualeso 
1 
Se denomina A la abscisa adimensional del nudo -
1 
intermedio (-1 < A <1). Las funciones de interpolación son,· 
entonces (figura 4.3) 
-v 
1+A (1+0+1 
1-v (~-1 ) 
-1-A 
~ E"(-1_, A) 
{4.6} 
~ E< A; 1) 
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-1 o ?.. 
Figura 4.3. Funciones de forma del elemento lineal: 2 tramos desiguales 
o 
...... \ .¡_ 
o .. ~~. 
figura .4. 4 ~ ·:funciOnes de forma del elemento lineal. N. tramos 
:·::·:·; .. 







~ é.(-1, A) 
{4.6} 
~ E( A, 1) 
Este elemento como el anterior, es de deformación 
constante a trozos. Existe una discontinUidad de la deforma 
ci6n en el punto A. 
Los parámetros del elemento son: 
p = 2v + 1 - A. 4 {4.7} 
Por idénticas consideraciones al caso anterior, 
se puede escribir 
que implica 
\) = 
ak = 0 av-
(A+l) (2+1l+A11) 
4 (1+1JA) 








11(1-A ) p = 2 8(1+11A) 
Se considera altura de todos los elementos con -
punto de descontinuidad intermedio arbitrario A y ordenada 
v elegida de modo que minimice ~' aquel con una abscisa A 
que conduce a un valor de k mínimo .. Es decir, que satisfa-
ce la condici6n 
dk 
dA = O 
con lo que resulta 
.::.r. 
. . ~. 
A =1. 
ll 
Los valores correspondientes de los parámetros son:· 
Estbs vaibres se representan en la tabla 4.3 • 
. ·.· . 
1-
ll 
1 ____ _ 
Tabla 4.3. Valores de los parametros del elemento. 
Elemento simple con funciones de forma lineal. Dos·tramos distintos. 
- 1 v --- 2 k == -(1 + 1 - u ) 2 . 
Errores absolutos ~k = k 
o.oo 0.10 0.20 0.30 








P - Pexacto 
0.70 0.80 0.90 0.99 
k 1.000- 0.997 0.990 0.977 0.958 0.933 ~.900 0.857 0.800 0.718 0.571 
p 0.500 0.513 0.525 0.538 0;552 0.567 0.583 0.602 0.625 0.657 0.717 
~k 0.000 0.000- 0.003 0.008 0.014 0.023 0.034 0.050 0.072 0.107 0.197 
~p 0.000 -0.004 -0.009 -0.013 -0.018 -0.023 -0.029 -0.036 -0.045 -0.059 -0.099 
Tabla 4.4. Valores de los parámetros del elemento. 
Elemento simFle con funciones de forma lineal. Tres tramos iguales. 
k = 1 - 8]J2 - 1 4]J 
27- 4]J 2 
p = - + -2 27-4]J 2 
Errores absolutos ~k = k - k 
exacto ~p = P - Pexacto 
J.l 0.00 0.10 0.20 0.30 o·. 40 o.5o 0.60 0.70 0.80 0.90 o. 99. : 
k 1.000 0.997 0.988 0.973 0.951 0.923 0.887 0.843 0.791 0.727 0.660 
-p 0.500 0.515 0.530 0.545 o. 5-61 0.577 0.594 0.612 0.631 o .• 652 . 0.67.2_. 
tk 0.000 0.000 0.001 . 0.004 0.007 0.013 0.021 0.036 0.063 0.116 0.286 











4.4. Elemento con funciones de forma lineales a traves N-1 
intervalos iguales 
Los valores de _las N abscisas estan prefijadas y 
valen (figura 4.4.): 
A = -1, A. = -1 + --2- (i-1) 1 1 N-1 AN = 1 
Los vi (i=1,2, ••• N)1 ordenadas arbitrarias1 estan 
semetídos, a las condiciones: 
= 1 y = o 
La expresión de las funciones de forma en el in 
tervalo génerico (Ai' Ai+1 ) es: 
vi+1 - V. Ai+1 V. - A. vi+1 
N1 = 
.1 t,; 1 1 + 1 
xi+1 X. - -x.+1 X. 1 . 1 1 
{4.10} 
V. . 
- V. A,i+l V. A .. "i+1 
N2 
: i+.1' 1 
.t:: + 1 1 = 
xi+1. Ai+1 - A. A. 1 1 
La deformación de este elemento esta constituida 
po:t trozos de· valor constante en cada intervalo. Es por lo 
,"'.!· 
;· .. : .~..:. . 
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tanto de deformación constante discontinua. 
Los parametros del elemento son: 
k- N-1 2 2i-1 = (N-1 ) i~1 (vi+1- vi) {1 + ~(N-1 - 1 )} 
{4.11} 
Se puede elegir como valores de las ordenadas v., 
l. 
aquellos que minimizan el valor del parámetro k, es decir, 
que satisfacen las condiciones: 
ak = 0 av. 
l. 
i = 2,3,4, ••• N-1. 
Resulta el sistema de ecuaciones: 
i = 1,2, ••• N-2 
cuya solución es. 
-




1-11 + N-1 11 
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N-1 S = .L:1 a. ~= ~ 
Los parametros del elemento, en este caso, son: 
k = 




Las formulas anterior se puede particularizar pa-
ra diferentes vaLores de N, resultando: 
N= 2 (dos intervalos) 




p = !. + ll 2 8 
qu.e son valores, ya obtenidos, en el apartado anterior. _. ···· 
. 
N~ 4 . .,.,( tres inte1:.~alos) 




27 - 4ll 
{4.14} 
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-p = {4.14} 
En la tabla 4.4 se obtienen valores numericos de 
estos parametro~ ... 
N= 5 (cuatro intervalos) . 
].12(5-9].12) k = 1 -
16 - 5].1 2 {4.15} 
E~ la tabla 4.5 se deducen valores numéricos de 
estos parametros. 
N= 6 (cin<;::o intervalos). 
k= 1 _ sv
2 (125 - 32v2> 
3125-1500].1 2+64].1 4 
{4.16} 
Estos valores se representan en la tabla 4.6. 
N=oo (infinitos intervalos). 
S~ fiene ert·el lim~te, _aplicando el concepto de 
integra],. 
:· .. · 
' •.•. __ 1 •· 
Tabla 4.5. Valores de los parámetros del elemento. 
Elemento simple con funciones de forma lineal. Cuatro tramos iguales 
- 2 ( 2 k = 1 - ll 5 - 9ll ) 
:_16- -~5ll2 
Errores absolutos ~k = k 
ll 0.00 0.10 0.20 0.30 
p=~+ll(5-9ll2 ) 
.. 16 - 5ll 
k exacto ~P = P - Pexácto 
0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
k 1.000 0.997 0.988 0.976 0.963 0.953 ·0.955 0.979 1.038 1.155 1.337 
p 0.500 0.516 0.531 0.542 0.547 0.546 '0.535 0.514 0.520 0.569 0.630 
~k 0.000 0.000 0.001 0.007 0.019 0.043 0.089 0.172 0.310 0.544 0.963 
~p 0.000 -0.001 -0.003 -0.009 -0.023 -0.044 -0.077 -0.124 -0.150 -0.147 -0.186 
Tabla 4.6. Valores de los parametros del elemento. 
Elemento simple con funciones de forma lineal. Cinco tramos iguales 
2 2 k = 1 - 8ll (125- 32ll ) -
3125- 1500ll2+64ll 4 
p = ! + 4ll (125- 32ll2 ) 
2 3125- 1500ll2 + 64ll 4 
Errores absolutos ~k = k - k t 
exac o ~p = P - Pexacto 
ll 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 (.):90 0.99 
k 1.000 0.997 0.987 0.971 0.947 0.915 0.874 0.822 0.756 0.671 0.572 
p 0.500 0.516 0.532 0.512 0.566 0.585 _ 0.605 0.627 0.65i 0.683 0.716 
~k 0.000 0.000 0.000 0.002 0.003 0.005 0.008 0.005 0.028 0.060 0.198 





S = lim SN 
N-+ 00 
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N-1 ¡1 dx N-1 
= 2il = 2iJ o 1-11 
-+x 211 
Por lo tanto, resulta: 
1+11 
ln 1-11 
que corresponden a los resultados exactos, obtenidos en el 
limite mediante elementos finitos con funciones de interp~ 
laci6n lineales a trozos. (Tabla 3.1). 
4. 5. Elemento con funciones' de for!Pél. line·aTe·s ·a: troz·ós· •· n-1 
int·ervalos desiguales 
El elemento del apartado anterior puede ampliarse 
si se supone que la posici6n de las abscisas A. de los pun-
1 
tos de cambio de la derivada de la funci6n de forma es arbi 
traria. De este modo,se puede proceder con los valores de -
' . 
Ai como variables, que se determinaran con una condici6n de 
mínimo. 
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De un modo analogo, al caso anterior, los para-
metros del elemento son: 
{4.17} 
Las expresiones anteriores, pueden modificarse si 





que satisfacen la condici6n 
siendo 
especificados.· 
i=1,2, ••. N-l 
y A.N = 1 valores 
Se comprende que solo existen N-2 variables inde 
pendientes de cada grupo { !:J.v. y !:J.A • ) • 
l l . 
... . . 
¡. 
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Se pueden seleccionar bv. de modo que k alcance 
l . 
un valor minimo, es decir, que satisfagan el conjunto.de 
condiciones: 
= o con i=1,2,3, •.• N-2 
con lo que resulta el sistema 
bv. 
~ {2 +~(A +A.) =constante i=1,2,3, •• N-1 bA. . i+l l 
l 







El valor mínimo del párametro k es: 
{4.18a} 
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-El par~metro p de las cargas equivalentes, toma 
el valor siguiente: 
1 N-1 -1 } 
.p = 4.·. 1. __ E1 ~~.{~v. + 2iE 1-6~. l l J= ·' J {4.18b} 
~ 
A su vez, los intervalos ~~- pueden elegirse de 
l 
modo que k se mínimo, o lo que es equivalente, S maxirno. -






-2]1 ~~i 1~1 ~-l 2 = constante {2(1-,1) + 11(~~ 1: + 2 .L: 1 ~L)} t-' J= l 
i=1,2, ••• N-1 
Además, se cumple N-1 .E1 ~~- = 2 l= l 
Una vez determinada los valores de~~., a partir 
l 
del sistema anterior, se sustituyen en la expresión de k=!. E! 
ohteniendose el valor mínimo de k, como función de 11 unica 
mente. 
Se puede comprobar¡ que la condición de k mínimo 
(o S máximo) anterior, equivale a imponer el siguiente con 
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Este sistema de ecuaciones, puede resolverse, de 
·la siguiente forma: 
Sea: {4.19} 
con p una constante a determinar. 
do 
(*)~: 
De un modo recurrente, se puede escribir, llaman 
Se observa la validez de esta f6rmula para el caso 
~=O (secci6n constante) que implica evidentemente 
la selección de los puntos de abscisas /... en inter 
valos iguales, es decir: 1 
/1/..; 
J para todo i,j 
-
a = 11 1-11 
!:.A.. 
l 
con lo que resulta 
6A.1 = -!. a p 
6A.2 = -1 p (1+p) a 
6A.. = a-1p{ 1+p)i-1 l 
• 
• 
/:.A.N-1 = a-1p{ 1+p)N-2 
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f. 
La ecuaci6n que p;ermi te determinar p, se deduce 
de la condici6n 
es decir 
(1+p)N-1 = 
cuya soluci6n es 
l 
2a + 1 





Los pará~e~rós del elemento son en este caso: 





p+2 . 11 
-p- N,..1 
.... ··. 1 
. { .!.:;:)!.}N -1 k 1-)J + 1 . '11 
· · 
1 N-1 
. { 1+11 }N:l 
. . 1-11 - 1 
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p :::: ~ + 211-1 { 1 - N~ 1 
Se observa que cuando N+oo se obtiene en el limite 
los valores exactos de k y p, dados por las formulas {3.21}. 
Los. resultados para N= 3, han sido obtenidos ant~ 
riormente, en el apartado 4.3. ¡Los casos correspondientes a 
N= 4, 5 y 6 se muestran en .las tablas 4. 7, 4. 8 y 4. 9. 
5. ELEMENTOS SIMPLES DE DOS NUDOS CON FUNCIONES DE FOID1A NO 
LINEALES 
5.1. Casos patologicos 
La introducción de funciones de forma no lineales, 
debe de realizarse, con ciertas precauciones, ya que pueden 
producirse elementos en los que los criterios establecidos 
de convergencia.no se cumplen. Ello es debido, a que los p~ 
.. 





Tabla 4.7. Elementos con funciones de forma lineales a trozos. 




-- 1-ll l1 k- 1 N-1 
- 1 (1+p _!_ 1 ,, -)N-1 p = ""' + -{ 1 -~ 1-ll + 1 
¿ 2ll N-1 } (N = 4) {1+ll}N-1 _1 1-ll (1+ll)N-1 1-lJ -1 
Errores ahsolutos ~~ = k k exacto ~p = P - Peyacto 
l1 o.oo 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
k 1.000 0.997 0.988 0.973 0.950 0.920 0.881 0.829 0.760 0.660 0.466 
p 0.500 0.515 0.530 0.546 0.562 0.580 0.599 0.622 0.650 0.689 0.769 
~k 0.000 0.000 0.001 0.004 0.006 0.010 0.015 0.022 0.032 0.049 0.092 
~p 0.000 -0.002 -0.004 -0.005 -0.008 -0.010 -0.013 -0.016 -0.020 -0.027 -O.ó47 
Tabla 4.8. Elemento en funciones de forma lineales a trozos. 
Caso de cuatro intervalos desiguales. 
1 1 {1+ll}N-1+1 . (l+ll)N-1+1 
- - 1-ll . l1 
- 1 1 l1 1-ll (N = 5) k - 1 N-1 p=-+-{1-- } 
.2 2ll N-1 1 
. N-1 (1+ll.¡N-1_1 {1+11} -1 1-ll' ll --·· 
Errores absolutos ~k ~ k ~ ~exacto ~P = p - Pexacto 
l1 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 o. 9,0 0.99 
k 1.000 0.997 0.987 0.971 0.94'8 0.916 0.874 0.820 0.746 0.639 0.427 
p 0.500 0.516 0.532 0.548 0.565 0.584 0.605 0.629 0.658 0.701 0.789 
tl< o.ooo . o. 000 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.013 0.018 0.028 0.053 















.: ~~- : . 
·.: ~ 'J 
Tabla 4.9. Elementos_ con funciones de forma lineales a trozos • 
Caso de cinco intervalos desiguales. 
l. 
- (1+].1) N,....1+1 
. 1-].1 k::;:- ~ 
1 
· ( 1 +.].1 ) N -1_1 
.J -u . 
].1 
&=! -p = 1. 4p :; + - 2 
... 27 - 4].1 
E.rrores absolu,tos L1k =k- kexacto L1~--~ P- Pexacto 
].1 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 o.5o~ o.6o 0.70 0.80 
(N = 6) 
0.90 0.99 
k 1.000 0.997 0.987 0.970 0.946 0.914 0.871" 0.815 0.740 0.629 0.408 
p 0.500 0.516 0.532 0.549 0.567 0.586 0.607 0.632 0.663 0.706 0.799 
L1k 0.000 . 0.000 o.ooo 0.001 0.002 0.004 0.005 0.008. 0.012 Oi018 0.034 





linomios que disponen las funciones de forma no son comple-
tos. 
A continuación a eféctos ilustrativos se exponen 
algunos de estos elementos con problemas de convergencia. 
5.1.1. Funciones parabolicas convexas 
Constituye la extensión obvia de la interpolación 
lineal del apartado anterior. La figura 5.1 muestra las fun 
.cienes de forma de un elementolde este tipo, y cuya expre-
sión es: 




N2 = 1 -
(1-~)2 
4 
No cumple este elemento, el criterio de deforma-
ción nula, es .decir el movimiento de solido rígido produce 
.deformaciones no nulas. 





. :: ... ·· 






1 - 11/2 
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N2 
. -1 o 1 
Figura 5.1. Funciones de for~a de un ele~ento parabolice convexo 
No convergente. 
Figura 5.2. Funciones de forma de un elemento parabolice concavo. 
No convergente. 
-1 o 
~ ; . . . 
. . . 
Fig-G:rél- .··?.~ :r. .·:_:ffiimciqn~s .. de forma de un elemento parabolice con con 
vexidad distinta. 
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que no es singular, puesto que lkl 
Las cargas equivalentes a la acción uniforme q 
son: 
r ::r 2jl e J {5.3} 
que evidentemente, no equilibran a la acción exterior. 
4ql f 1 En efecto p 1 + pi = -r- q 
La. extensión al caso de un polinomio de grado n, 
es inmediata. Se obtiene: 
N - = 1 - (1-~)n 
2 . . 2 
que conducen a la matriz de rigidez 
k = EA T 
: . ...... 
·. '•' :r·. 
· {n (1+11) -1J}n, 
2n-1 
-n 1 n. 
.. 
. ·. • .. 
' . 
:·: ~~-~~. . . 









que es no sigular 1 k.j f O 
Las cargas equivalentes son: 
ql (1 - n·!1) Cl {5.6} 
que no satisfacen el equilibrio con la acción q, pues·to que 
P1 + P2 = 2ql(1 - n!1) f ql 
5.1.2. Funciones paraholicas concavas 









' que evidentemente conducen a los mismos resultados que en 
el caso de funciones parabolicas convexas, así corno la ex 
tensión al caso de grado n. 
.;;.: 
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5.1.3. Funciones·parabolicas con concavidad distinta 
Las funciones de forma que se consideran son: 







Este elemento cumple el críterio de deformación -
nula, el movimiento de un solido rígido no induce deforma-
ciones. La matriz de rigidez sera singular y las cargas --
equivalentes estaran en equilibrio con las acciones exte--
riores. 
No obstante, el criterio de deformación constan-
te, no se satisface, en dimensión finita del elemento. 
Los parametros del mismo son: 
4 k = 3 (1 + t> 
{5.9} 
1 1 
p = 3 
Se observa que para ~=O, no coincide con la solu 
ción exacta. 
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La extensión a una parabola de grado n es inmedia 
ta. 
Las funciones de forma son: 
N1 = 1 - (1+t,:)n 
2 
{5.10} 
N2 = . (1+t,:)n 2 .. 
Se satisface el criterio de convergencia de defor 
maci6n nula, pero no él de deformaci6n constante. 
Los parametros del elemento son: 
k = n(1+lJ)-lJ 2n-1 
{5.11} 
p = 1 ñ+i' 
Si se adoptase funciones de forma con convexidad 









se obtienen los siguientes pará~etros 
k = n(1-1J)+ll 2n-1 {5.13} 
- 1 1 p = - n+1 
si se considera la semisuma de las·dos situacio-
nes anteriores de distinta convexidad, es decir, {5.11} y 
{5.12} se deducen los siguientes resultados: 
N1 = 1{1 -(1+/;)n + .·t 1;1;) n} 2 2 
{5.14} 
N2 = 1{1 +(1+/;)n (l-1;) n} 2 2 2 
Parámetros 
k 2n = 2n.:..1 
{5.15} 
-
1 p = 2 
que son iii.dependientes de 1J. y para n muy grande coincide -
con la solución exacta en el caso 11=0 (sección constante) •. 
• .. 
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5.1.4. Funciones parabolicas-lineal a trozos 
Se supone un caso no convergente, a efectos ilus-
trativos cuyas funciones de forma, no satisfacen el crite-
rio de deformación nula y que se muestran en la figura 5.4. 
La expresión de las mismas es: 
1 ~ ~(-1, O) -(1-2~) para 3 
N1 = 
j.<1-~) 2 para ~ ~( o, 1) 
{5.16} 
1(1+~)2 3 para ~ ((-1, O) 
N2 = 
~(1+2~) para ~ E< o, 1) 
La matriz de rigidez es: 
32 10 lJ 24 
27 --27 27 
'~ . k :::: EA {5.17} T 
24 32 + 10 27 27 27 lJ 
que no es singular 1 k 1 = {O, 615 - O, 1371J2 } Et f. O 
Las cargas·equivalentes son: 
... : 
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[:: ] ~ 13 36 ql {5.18} 
cuya suma no coincide con la carga total ql. 
Sin embargo el elemento compuesto por una de las 
funciones de forma anteriores y su diferencia respecto a la 
unidad, satisface .el críterio de deformación nula, pero to-
davia no él de deformación constante. Así, se puede escri--




1 (1-0 2 3 
para 
para 
= 1-N 1 
resultan los siguientes parámetros: 
·k 32 20 = 27 5411 
23 p .- 35 
~ ~(-1, 1)) 
{5.19} 




-f o 1 o 




Figura S.S. Funciones de forma de un elemento parabolice lineal. 
1 
-1 o 
Figura S.6. Función parat6lica. Un tramo único. 
.'·· 
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que implican un error con respecto a la soluci6n exacta en 
el caso de secci6n constante (~=O) del orden del 19% en k 
y 28% en p. 
El caso simetrico del anterior conduce a resul-
tados semejantes. En efecto de las funciones de forma.(fi 
gura 5. 5) : 
1(1+~) 2 3 
j<1+2~) 2 
se deducen los parametros 
k 32 + 20 = 27 54 ~ 
- '13 p = 3.6 
para ~ !S- (-1, O) 
para ~ 6 ( o, 1) 
{5.22} 
De la semisuma de ambos resultados, resultan los 
1 
valores independ.ientes de 11 • . 
· .... 
.. ,• ·~ 
- 32 
k= 27 
·p = ()'~ 5 . 




Tabla 5.1. Valores de los ·parámetros del elemento. 
Elemento simple con funciones de forma parabolica. Tramo unico. 
k = 1 - 1 2 3 lJ - 1 + lJ p = 2 6 
Errores absolutos ~k = k k 
exacto 
lJ 0.00 0.10 0.20 a·. 30 0.40 
~p = p -Pexacto 
0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
k 1.000 0.997 0.987 0.970 0.947 0.917 0.880 0.837 0.787 0.730 0.673 
p 0.500 0.517 0.533 0.550 0.567 0.583 0.600 0.617 0.633 0.650 0.665 
~~ o.ooo 0.000 o.ooo 0.001 0.003 0.007. 0.014 0.030 0.059 0.119 0.299 






5.2. Funciones parabolicas · 
se ha oomprobado en el apartado 5.1, la necesidad 
de usar polinomios co~pletos, si se desean obtener resulta-
dos c6nvergentes o con error acotado. Por ello, es posible 
extender, la tecnica desarrollada en 4. 2 '· 4. 3, 4. 4 y 4·. 5 de 
considerar variables adicionales (ordenadas v. y abscisas -
.l 
A.i intermedios de las funciones· de forma) y minimizar el p~ 
rametro resultante de la rigidez k, con respecto a dichas -
variables. 
Primeramente se supone una abscisa especificada 
A.=O y variabl~ la ordenada v correspondiente. Figura 5.6, -
cuyas funciones de forma son: 
(~-1) 2 
N1 = - v(~ -1) 2 
{5.24} 
N = (~+1)~ - (1-v) (~ 2 -1) 2 2 
·que conducen a.los siguientes valores de los parámetros: 
4 . . 'i 
k = .-(1-2v) (1-2V-11)+-3 .•. · . . ' 2 
{5.25} 
(5-4v) 
':· " p = 3 
·, ... ·.. . .: . 
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Si se elige ~ de modo que haga ~ minimo, es decir, 
con la condición 
a~ 
= o 
se obtiene \) = ~ ( 1 - ~) 
con lo que las formulas {5.25} se convierten en los siguie~ 
tes 
~ 1 1 1-12 = - 3 
{5.26} 
1 + A p = 6 2 
r,os valores de estos parámetros, se representan en 
la tabla 5.1. 
En el caso de que la abscisa sea distinta del pu~ 
to central A=O, las funciones de forma son: 
N1 = 
(~-1) {~-A) + ~2-1 2 {1+A) A2-1 
{5.27} 
N2 = 
{~+1) ([,;-A) + (1-v) ~2-1 2 (1-A) A2-1 
..... 
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Los parámetros en este caso, tiene la expresión: 
k 
.4 :\-1 + 2\! (:\-1 + 2v ].1) + 1 = 3 - 2 
:\ 2-1 :\ 2-1 
3:>..2 
{5.28} 
+ 2:\ - 5 + 4\! p = 
3().. 2-1) 
Se elige v de modo que k sea mínimo, con lo que 
resulta: 
y los parametros son 
k 1 1 ].12 = - 3 
{5.29} 
1 :>.. p = 2- + 6 
que coincide con los obtenidos en el caso de :A.=O. 
La anterior técnica se podria extender introdu--
ciendo N-2 puntos intermedios (Ai' vi, i=2,3, ••• ,N-2), que 
con los dos extremos :\1 = -1, v1 = 1 y :\N = 1, \!N = O para 
la función de forma N1 , permitiría mediante la fórmula de 
interpolación de Lagrange obtener un polinomio de grado -
N-1, y de ahí los parametros del elementos. 
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La posición de estos puntos intermedios se deter 
mina por medio de la condición de mínimo k. Se comprende -
que existen dos posibilidades: una, de puntos equidistantes 
y¡: otra con puntos con abscisas 1.. no conocidos de antemano. 1 
Una posibilidad de familias de .elementos, relacio 
nada con la anterior, corresponde a considerar parabolas de. 
grado K, que pasen por K+l puntos interiores, de modo que -
la función de forma sea continúa, pero con derivada discon-
tinua. De este modo, se obtendria ~lementos parabolicos en 
varios tramos, analogamente a como se comentó en el aparta-
do 4. anterior 
6. ELEMENTOS CON TRES GRADOS DE LIBERTAD 
6.1. Obtención de elementos simples de dos nudos. Canden-
sación estática. 
Se impone que en la deducción de la matriz de ri-
gidez k* y las cargas equivalentes p*, los grados de liber-
tad en movimientos han sido ordenados en la forma: 
T d* = {u1 , u 2 , ua}' en donde ua representa el -
grado de libertad adicional distintos de lo~ movimientos u 1 
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y u 2 en los nudo~ e~tremos. La matriz del elemento simple -
de dos nudos k y p se deducen mediante el conocido proceso 
de condensaci6n estática como sigue: 
La ecuaci6n 
p* = k* d* 






Por lo tanto, se deduce 
p = k d 
k = k - k k-1 k 
-oo -oa aa -ao 
{6.1} 
Analogarnente las cargas equivalente son: 
Si p* = 
{6.2} 
- 76 -
son las cargas equivalentes en el elemento original, las -
cargas equivalentes en el elemento simple de dos nudos adop 
tan la forma 
-1 p = p - k k . pa :.-o -oa. aa 
6.2. Elemento con dos nudos. Biperelemento 
{6.2} 
Se estudio el elemento con los siguientes grados 
de libertad dT = (u1 , u 2 , u 2 ,x> • La variable adicional in 
traduciendo en el nudo 2, es el grado de libertad no bási-
co, correspondiente a la derivada del movimiento u 2 respe~ 
to a la abscisa x. · 
Las funciones de forma se muestran en la figura 
6.1. y son: 
N1 = .!.c1-~> 2 4 
N2 = ¡ (1+~) (1-~) {6.3} 
N3 
1 2 
=,-4 (1-~ ) 




Figura 6.1. Funciones de forma del elemei)tO con grados de movi-
miento (u1 , u 2 , u 2 ,x). Hiperelemento. 
-i 
Figura 6. 2. ·Funciones de forma Q.el elemento con tres nudos. 
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k* 4 2. 4 2 ll) 1 = 3- - ll ... (- 3 -(1-ll) EA 3 3 3 T 
4 2 1 . 




. L.,;h 3 
y las cargas equivalentes son 





Por condensaci6n se deducen los pararnetros del -
elemento simple de dos nudos: 





1 ll p = 2 + 6 
Estos,resultados han sido obtenidos por otro pr~ 
cedimiento y se encuentran en la tabla 5~1. 
6.3. Elementos con tres nudos 
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6.3.1. Grado de libertad intermedio esencial. Nudo central 
Las funciones de forma para el elemento con un -
nudo central, son: 
k* = 
N1 = 
1 1;(1;-1) 2 
N2 = ~ 1;(1;+1) {6.6} 
. N3 = 1-1;2 
Se representan en la figura 6.2. 
La matri? de rigiQ.ez y cargas equivalentes son: 
7 4 3 - 3 ].1 1 3 


















Condensando c,l grado de libertad intermedio, re-
sultan los parametros del elemento simple de dos nudos: 
k 1 1 l-12 = - 3 
{6.8} 
- !.+ l-1 p = 6 2 
6.3.2. Grado de libertad intermedio esencial. Nudo arbitra-
rio 
Las funciones de forma son, en este caso: 
N2 = 




La matriz de rigidez y cargas equivalentes de es 
te elemento son: 
/ 
k* = 1 + 4 
2(:\+1) 2 3{X+1) 
1+ 4 
3 (A-1) 2 3 (A-1) 
16 













y la condensación de ambas matrices conduce a los valores 
siguientes de los parametros 
k 1 1 2 = - 3 1.1 
{6.11} 
1 
+ 1.1 p = 2 6 
que son independientes de la posición A.del nudo intermedio 
6.3.3. Grado de libertad intermedio no esencial 
Se estudia este caso suponiendo que el grado de 
libertad se encuentra situado en un nudo intermedio arbi-
trario. 
En primer lugar se supone que es la derivada del 
movimiento, el grado de libertad no esencial. Las funciones 




Los casos particulares limites de A=±lcorrespon-
den al hiperelemento tratado en 6.2. 
Las matrices de rigidez y de cargas equivalentes 
son: 
k* 1 211 1 211 1 EA = --+ 1--- - <-+ 1- u> - 2 (1-A11) T 3 A2 3A 3A2 3 3A 




.e* =r ~·- &'ql 
1 + 1 
l2 6A . 1 -'GA 
Eliminando por condensación el grado de libertad 





Figura 6.3. Funciones de fo:J<:ma del elemento con dos nudos y 
1 gdl interior -no esencial. 
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independientes de la posición de este nudo. 




1 p = 2 6 ]J 
Si el grado de libertad corresponde a la curvatura, 
se deducen las funciones de forma que siguen: 
N1 
1 
= -(1-~} 2 
1 {6.15} N2 = 2(1+~} 
N3 
12 2 
=-a <1-~ > 
Conviene observar que la función de forma N3 es -
independiente de A 1 como cabia esperar en paraholas de se7 
gundo orden (curvatura constante) • Se comprueba que las fun 
ciones de forma N1 y N2 , corresponden al caso lineal simple 
(apartado 4.1) y N3 a una variable sin nudo o modo no con-
forme en la terminologia de los elementos 2-D y 3-D con -
continuidad C0 -.A este respecto ver la publicación (12). En 
esta publicación aparece de un modo natural como extensión 
del caso anterior correspondientes a un grado de libertad -
intermedio. 
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Las matrices de este elemento son 
12 ~ ... 
k* 1 -1 l EA - 6 l.l 1 T .-
12 1 
-1 1 6- l.l f {6.16} 
v1 12 12 14 - 6 6 12 





y por eliminación del grado de libertad intermedio se obtie 
ne el resultado: 




p = !.+ 11 2 6 
que coincide con los anteriores. 
- 86 -
7. ELEHENTOS CON N GRADOS DE LIBERTAD 
Como en el ca·30 anterior, si se ordenan los n -
grados de libertad en movimientos como sigue: 
· .. dT = (u1 , u 2 , N-2 restantes grados) = (~0 , ~) 
con 
la matriz de rigidez k* y vector de cargas equivalentes p* 
se pueden escribir: 
o bien 
[~] = 'll""t k -o o . k ~a ~:] [~] 
y las matrices condensadas del elemento simple son: 
k = k 
-o o 
- k k-1 
~a -aa 
- k k -1 
-oa -aa 
~o 




una matriz cuadr~da de dimensión N-2. 
7.1. Elementos en dos nudos (Hiperelementos), 
Para obtener las funciones de forma, es necesario 
recurrir a una generalización de las fórmulas de interpola-
ción de Lagrange. 
Se denomina P .. (x) a un polinomio de grado N 
1] 
que pasa por K puntos tales que en el k-simo, de abscisa xk 
se anulan los nk primeras derivadas (k=1,2, ••• ,K, k/i) y en 
el punto i, de abscisa x. la derivada j es igual a la uni-
1 
dad y las restantes derivadas se anulan asimismo en X. • 1 
Matemáticamente, la función P .. (x) se define co 1] 
mo sigue: 
1 d P .. 
d tJ 1 = o 
x=x k 
1 d P .. 
_ _.,.1..;..] 1 = o 
- 1 dx x=x. 
1 
i d P .. 
_ __,:~] 1 = 1 
dxJ x=x. 
1 
lfj, 1=0, 1, 2, 3 , ••• , n. 1 
k=1,2,3, ••• ,K. 
-
p. (x) = 
1 
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Para obtener E . . (x) se define el polinomio l.J 
(x-x1 ) n1 (x-x 2 ) n2 • • • (x-xK) nK 
(x-x.) ni 
1 
que adopta los valores nurnericos Tiil siguientes: 





d 1 p.(x) 
1. 1 I = TI il 
dx x=x. 
1 
(1=0,1,2, ••• ,ni) 
Entonces, se tiene: 
+ ••• + 




y los restantes1valores de g 1 se pueden obtener de la si-
guiente formula recursiva: 
{7.2} 
{7.1} 
con 1- = j + 1, 
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j + 2, ••• , n. 
1 
Como aplicación de la fórmula anterior se indican 
algunos hiperlementos de dos nudos. Para ello, se comprende 
que las funciones de forma relacionadas con el nudo i(i=1,2) 
y correspondientes a la derivada j(j=0,1,2, ••• , N1) y que-
se designan por N .. (x) es identica a la función P .. (x) (*) 
l] l] 
a) Elemento simple de dos nudos (C 0 ) • Movimientos (u1 , u 2 ) 
1 
N1 = N10 = -(1-i;) 2 
{7.3} 
N2 = N20 = ~(1+1;) 
b) Hiperelemento de dos nudos (C1 ) • Movimientos 
(*)~: 
N3 = N20 = ~(1;+1) 2 (2-i;) 
{7.4} 
N2 = N11 = ~(i;-1) 2 (1;+1) 
, 2 
N4 = N21 =-=-(1;+1) (1-i;) 4 
En realidad las funcio~es de forma_Nij en.este capi 
tulo deben de ser multiplicadas por (l/2)J con obje 
to de tener en cuenta la transformación de coordena 
das x a las adimensionales 1;, pero ello no altera -
los resultados obtenidos salvo en dicho fact~r. 
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e) Hiperelemento de dos nudos (C 2 ). Movimi·.=ntos 
N10 = 1~(1-~) 3 (3~ 2 +9~+8) 
N20 = ;6(1+~) 3 (3~ 2 -9~+8) 
N11 = 116 (1-~) 3 (~+1) (3~+5) {1.5} 
N21 = 116 (~+1) 3 (~-1) (3~-5) 
N12 = ;6 ( 1-~) 3 ( ~·+ 1) 2 
N22 = _!_(~+le? (1-~) 2 16 . .. 
d) Hiperelemento de dos nudos (Cm-1 ) • Movimientos 
(u1, u1x' u1xx' ••• u1,xx ••• x' u2, 
.....-.,---
u2 ' ••• ' XX 
m-1 
N10 = 
(1-~)m m~1 (m+k-1) ( ~+1) k 
k=O k 2 2 
(1-~) m~Ll(-)k{m+k-2) (~+1) k 
N11 = 2 . k-1 k-1 2 
(1-~)m 22 m-1 (m+k-3) (~+1}k N12 = k~2 2 k-2 2 





Las expresiones de N2k se deduGen de los N{k caro 
biando t; en -.;. 
e) Hiperelemento de dos nudos em1-1 en el nudo 1 y 
m -1 
e 2 -en el nudo 2). 
N1j = (1-~)m1 (-)j (1+x)j ffi2-1-j (m1 +1-1) (1+t;:) 1 
2 J 1 1~0 1 2 
• 
j=1, 2 •• m1 -1 
N2j = (l+t;:)m2 (-) j 
(1-x)j m1-1-j (m2+l-1) (1-t;:} 1 
2 j( 1~0 1 1 
{7.7} 
Una vez obtenidas las expresiones de las funciones 
de forma es posible deducir la expresión final de la matriz 
de rigidez. A efectos ilustrativos, se estudia aq~í, el ca-
so e
1
, cuyas funciones de forma se muestran en {7.4} y fig~ 
ra 7.1. 




o ~-- -1 
Figura :7 .l. HipereleiP:ento de dos nudos (e•) • 



















y las matrices condensadas ·del elemento simple estan defi-
nidas por los parámetros: 
k = 1 -
{7.10} 
Los valores de k y p se resumen en la tabla 7.1. 




Tabla 7.1. Valores de los parámetros del elemento • 
. Elemento simple obtenido por condensación del hiperelemento c 1 • 
.. :; ."' ... 
511 2 :;:~ . . ·' k = 1 - - 1 511 
. . 2 p =- + 
15,- 411 2 2{15 - 411 2 ) 
Errores absolutos ~k = k - k t exac o llp = P - Pexacto 
11 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
k . 1.000 0.997 0.987 ·o.969 0.944 0.911 0.867 0.812 0.743 0.656 0.558 
' 
'· 
- 0.534 0.551 0.570 0.589 0.611 0.634 0.661 0.691 
1.0 
.· p 0.500 0.517 0.723 ~ 
.--~· 
. llk o. 000 0.000 0.000 o.ooo 0.000 0.001 0.001 0.005 0.015 0.045 0.184 
llp 0.000 0.000 o.ooo· 0.000 0.000 -0.001 -0.001 -0.004 -0.009 -0.025 -0.093 
"-. 
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Las fórmulas {7.1} y {7.2} permiten determinar 
directamente las funciones de forma en el caso general de -
K-2 nudos intermedios, separados a intervalos iguales o de~ 
1 . . 
siguales. Con proposlto ilustrativo, se muestran aqui, el -
caso de tres nudos, con el intermedio central designado por 
el número 3. Se suponen que en estos dos nudos se especifi-
can hasta la derivada m, por lo que el número de grados de 
libertad del elemento es 3 (m+1 )·. 
Utilizando la notación del apartado 7.1 se escri-
be: 
con lo que 
Denominando g 1 
gl 
= If se tiene la fórmula de recu~~ 
' rrencia 
-· - -g1 = g2 = . . . gj-1 = o 
2-rr. 
.. 
.. g . - JT . J 
.·::··.~· 
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1 = j + 1, j + 2, .•• 
con lo que resulta 
{7.11} 






'TT3k = ( . ) (k . ) 1= 1 -1 
(-)m+1 i-j (-)k 
k 
- {i~O m m .,. gl = k~l (i) 'k-i) }gl-k 
con para l=0,1,2, ••. ,j-1 
con lo que se obtiene la funci6n de forma siguiente 
{7.12} 
La funci6n de forma.N1 j se deduce de la N2 j cambian 
do t:: en -t::. 
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En el caso particular del hiperelemento con los 
siguientes grados de libertad en movimientos: u 1 , u 2 , u 3 , 
u 3x las :E:Unciorre_s de forma son: 
N = 12 ¡:-2 (1-¡:-) N1 = 10 S S 
{7.13} 
Estas funciones se representan en la figura 7.2. 




1 1 2 T 










La condensación estAtica de los g~ados de libertad 
3 y 4 conducen a los valores siguientes de los parametros: 







.Figura 7. 2. Hiperelemento con tres nudos. 
;' .... 
. . ~. 
.. . :·~ ~ ..... : .. 
. ..... .. 
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que coinciden con los. obtenidos en el apartado anterior. Tabla 
7.3. Elementos con N nudos 
En esta situación, s~ cal6ulan los tipicos ele-
mentas Lagrangianos cuyas funciones de fqrma son directa-
mente 
en donde p.(~) = 
1 
( ~ - A i) ( ~ - A i) l . . ( ~- AN ) 
( ~--Ai) 
A. la ordenada del i-simo nudo (A =-1 y A =1} 
1 1 N 
· Es posible obtener formulas generales de las m~ 
·trices de rigidez en este caso general, sin embargo, con 
J?ropÓsito ilustrativo, solo se presenta la situación de -
cuatro nudos equidistantes. 
Las func~ones de forma son (figura 7.3} • 
N1 = N10 = ..2:_( ~2_1} ( ~-1) 16 .· 9 . 
.. 
.. · N2 ~ N:w = ~(~-!.) (~2-1) 16 3 { 7 .15} . 
· .•. 
. •. :·: : ..... : .. 
... 




Figura 7.3. Elemento con cuatro nUdos. 
-
- 101 -
La matriz de rigidez y cargas equivalentes tiene 
la siguiente expresión: 
k* 2 3 6 ' 8 - 18 2 , 4]..1 :302- 220 '811 86,4-38,4]..1 20.8 EA = 641 
691,2- 259,2]..1 475,2 86,4+38,4]..1 
691,2 + 259 ,2]..1 302,4 + 220,8]..1 
simétrica 236·,8 + 182,4]..1 
llevando a cabo la condensación estática de los grados de 1! . 
bertad de los nudos intermedios (2 y 3) se obtienen los si-
guientes parámetros: 
k = 1 -
. 2 
15 - 4]..1 
{7.17} 
que coincidÉm con los deducidos a partir del hiperelemento c1 
de los nudos (tabla 7.1). Fs decir, la importancia en la apr~ 
ximá.ción de estos parámetros dependen del grado de los p.:::>lin~ 
mios completos q-ce aparecen en· las funciones de forJ.lla. 
> 
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B. ELEMENTOS COMPUESTOS 
Se puede considerar un elemento simple constitui-
do por varios subelementos. La t~cnica de cálculo de suma-
triz de rigidez consist€ en obtener la matriz de rigidez de 
cada uno de.los subelementos y componerlos de acuerdo con-
las reglas del cálculo matricial. Finalmente, mediante con-
densación estática se eliminan los nudos intermedios. Esto, 
s.e lleva a cabo asirirismo con las cargas aplicadas. 
'. 
Es decir, para cada uno de los dos subelementos -








y k (2) = 2EA 
'"1 
La matriz generai del elemento 132 es: 
k (1) o - (1) 2EA = -k -1-
0·: . ··j('(2l . - ( 2) .-k. 
:. - ( 1) -· ( 2) 
-k -k . . ..,. ( 1) k + -(2) k 
El~minando el nudo 3 por condensación estática se 
"' .. ··' ,. . ... ~- ....... 
... :. 





3 2 --· uz 
su::trn•r.to t 
= t ¡ ·----1 3 Ua 
u, .surt•ment•~2 
~•:. •-u 
.3 2 a . + 
t- L, _J._ 
Figura 8.1. Elemento compuésto de subelementos simples. 
Jl.~l71.et'lfcLCDmpu.e.sto 
1 
Figura 8.2. Elemento compuesto de hiperelernentos • 
... . . 
~' 




-(1) + ..:.(2) 
k k 
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FA~.., T .1. 
-1 
{8 .1} 
Del mismo Tiodo, se procede con las cargas equivalen-
tes: 
.1 -(1)) 1 
- p q-2 
- (1) . 
p 
y 
La carga en el elemento total es: 
* 1 
-(l) p = - p 
-(2) p 
- (1) . -.(2) p +1 - p 
. 1 
. g '1 
=[1-p(2) 
- ( 2) p· 
y tras 1~ eliminación del nudo 3, se obtiene: 
~ . . 
' . 
.. .':p.· . . 
· .... 






k 1 p{1) -(2) 
p = 4(k(1) + k(1) + ~(2)) {8.2} 
A continuación, se exponen algunos ejemplos de -
aplicación de las formulas generales {8.1} y {8.2} que se 
acaban de deducir. 
8.1. Subelementos simples 
En el caso de dos subelementos simples iguales se 
tiene: 
2EA ( 1 ) 
1 = (2-].1)~ 1 k (2) = 
2EA ( 2 ) 
1 
con lo que los pararnetros del elemento son: 
k 1 1 2 = - 4 ].1 
EA 
= (2+].1) T 
{8.3} 
1 + ].1 p = 2 8 
que pueden verse sus valores en la tabla 4.2. 
Estas matrices pueden ser utilizadas de nuevo -
para determinar meeiante el mismo proceso, unos valores -





2EA (1 ) 1 (Tf2 
1 {1 -ifll }, con A (1 ) = l.l (1- 2)A, l.l ( 1) 
k(2) 
= 
2EA( 2) 1 -r2)2 
1 {1 -ifll }, con A (2) = (1 +~)A, l.l(2) 
con lo que operando se obtienen los pararnetros 
~ = 1 _ v2 (80 - 9l.l2 ) 








Estos resultados pueden verse en la tabla {8.1}. 
8.2. Subelementos hiperelementos condensados 
Si se adoptan, corno subelementos, hiperelernentos 
de dos nudos (C 1 descritos por las formulas 7. 4, una vez 
condensada su matriz de rigidez y cargas, resulta aplica~ 
do {8.1} y {8.2}: 
l.l 2 (400- 180112 + 3l.l4) k = 1 - . 2 4 





p = 1 + .u 2 (400- -180]} + 3f.l 4 ) 
2 2 (1200- 860f.l 2 + 72f.l 4 ) 
{8.5} 
Los valores de estos parametros se muestran en la 
tabla 8.2 y se comprueba su excelente aproximación. 
De un modo analogo si se utilizan como matrices -
de rigidez y cargas los correspondientes al elemento simple 
de tres nudo, deducidas en el apartado 6.3 a partir de las 
funciones de forma {6.6} se obtiene: 
k = 1 - f.l2(12 -1J2) 
12 (3- ]..12 ) 
{8.6} 
p = !+f.l (12- f12l 
') 
24 (3- ]..1 2 ) .... 
Los resultados de estos parametros se muestran en 
la tabla 8 • 3 • · 
8.3. Formulas generales 
. Los resul tadbs d.e· los apartados anteriores pueden 
. . . 
ser gerierali.zados en ia siguiente forma. 
Se ~def·inen los parametros del elemento total por 
. . ' . . . 
lqs. pararrtetro~·:::-i< ;·{1:1}. y p (f.l), una vez realizados a partir 
· ... n· ~·.· .. ·· .. · . n 
· .... 
' .. :,-
• ... •,",T •• 
. · ....... 
- -~- __ .....,,.__~ ·-- ; 
-·-·- ---~ ---··~ ---~---~ .. ~---· ··---. ·-· - ------~----~ -------
Tabla 8.2. 
Elemento compuesto de dos hiperelementos condensados 
2 2 4 p = 1 + 11 ( 4 o o .- 18 o 11 2 + 311 .í_ J< = 1 _ 11 (400- 18011 + 311 ) 
1200- 860~ 2 + 7211 4 2 2 (1200- 860112 + 72l1 4 ) 
Errores absoluto: L\k = k - k 
exacto L\p = P - p exacto 
11 o.oo 0.10 0.20 0.30 0.40 . o .so 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
k 1.000 0.997 0.987 0.969 0.944 0.910 0.866 0.808 0.730 0.623 0.479 
-p 0.500 0.517 0.534 0.551 0.570 0.590 0.612 0.637 0.668 0.709 0.763 
L\k 0.000 0.000 1).000 0.000 0.000 0.000 o.ooo 0.001 0.002 0.012 0.105 




Tabla 8.3. 1.0 
Elemento compuesto de dos subelementos de tres nudos condensados. 
2 2 
- 1 11(12-112 ) 
-- 11 (12-11) k-1- p=2+ 
12(3 -11 3 ) 12(3 - 11 2 ) 
Errores absolutos: L\k = - k ' 
exacto L\p = P - Pexacto 
11 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 0.99 
k 1.000 0.997 0.987 0.969 0.944 0.911 0.868 0.813 0.743 0.655 0.554 
-p 0.500 0.517 0.534 0.551 0.570 0.589 0.610 0.634 0.660 0.692 0.725 
L\k 0.000 0.000 o.ooo 0.000 0.000 0.001 0.002 0.006 0.015 0.044 0.180 
L\p 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 -0.001 -0.002 -0.~4 -0.010 -0.024 -0.091 
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de dos subelementos iniciales la operación de ensamblaje de 
matrices y eliminaci6ñ del nudo central n veces. 




= T -11k (lJ) n . 
1 




con k o< l-1) = 1 (elemento simple de dos nudos) 
ko (lJ) 1 l-12 (elemento simple de tres nudos)· = 1--3 
k o< l-1) = 1- 51-12 (hiperelemento de dos nudos) 
15-41-l 2 
o bien, en forma directa: 
1 
1 1~an i~1 a ·~ k (-L) 
nJ. O a . 
nJ. 
{8.8} 
con ex • 




Por otra parte, se puede mostrar que pn = pn (J.l) 





válida para todo ].l y n. 
8.4. Subelementos hiperelementos 
Se puede realizar el proceso anterior de composi-
ci6n de subelementos en un ele~ento total, sin necesidad de 
utilizar subelementos S'tmple-s o hiperelementos condensados. 
A falta de una formulaci6n general, aquí solo se indica un 
ejemplo ilustrativo. 
Se considera el hiperelemento de dos nudos y tres 
grados de libertad, definido por las funciones de forma --
{6.3} y se supone que se une a otro igual considerando comu 
) 
nes los dos grados de libertad (figura 8.2). 
La matriz de rigidez del subelemento 1 es: 
2EA ( 1 ) 
31 
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4-211 (1 ) 
-(4-211( 1 )) 
(4-211( 1 )) 
simetrico 
y del subelemento 2 
2EA ( 2 ) 
31 4+211(
2) 




(1) A = A(1- 11 ) 2 1,.1 (1) = 
A (2) = A(1 + i> (2) , 11 = 
~(1-~(1)¡ ¡ 






_.!_ ( 1 +11 ( 2) ) 
2 
la matriz de rigidez del elemento global es 
k* = 3EA 8.:.611 o - ( 8-611) 1(1-11) 
-1-





y el vector de cargas equivalentes es: 
con k 
a a 






La condensación estática conduce a: 
k = (k k k-1 k )EA 
-bb - -ba -aa -ab 31 
P = (p k • k-1 p ) 
-b - -ba -aa b 
k 
-ab =[1~ 21111 
2111 12 





Resultan los parametros del elemento 
2 
k = 1 - ~ 11 
3(4-112) 
{8.12} 
- 1 411 
p = 2 + 2 
6(4-11 ) 
Tabla 8. 4. Elemento compuesto de dos hiperelementos de · 3 gdl. 
,~--:;:;::--- - k = 1 - 4ll
2 
- 1 2i.t 
3(4-ll2 ) 
p =- + 
2 3 (4 _vll2) .· ·,, 
.. 
Errores absolutos !1k = k - k exacto !1p = P - Pexacto 
ll o.oo 0.10 0.20 . o. 30 ·o. 40 0.50 o. 60. 0.70 0.80 0.90 0.99 t-' 
k 1.000 0.997 0.987 0.969 0.944 0.911 
1-' 
0.868 0.814 0.746 0.661 0.567 ,¡:.. 
-p 0.500 0.517 0.534 0.551 0.569 0.589 0.610 0.633 0.659 0.688 0.719 
L1k 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.002 0.007 0.018 0.050 0.193 
f1p· o. 000 0.000 0.000 0.000 -0.001 -0.001 -0.002 -0.005 ~0.011 -0.028 -0.097 
1 
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Estos resultados han sido representados en la ta-
bla 8.4 y se comprueba la excelente exactitud obtenida. Son 
muy similares a los deducidos en .la t?-bla 7 .1 para el hipeE_ 
elemento de dos nudos (4 gdl)condensado. En efecto la dife-
rencia, entre ambos valores de k es: 
. 2 
lik = { ( 1 - . 4ll 2 ) 
3(4-l.l) 
2 
(1- 5l.l )} = 
15-4l.l2 
es decir llik 1 < i-7 = O, 011 en 
9. ELEMENTOS ESPFCIALES 
. 2 
ll 
ll €(-1, 1) 
Existen otras técnicas de generación de matrices 
de elementos finitos, que no pueden ser incluidas en los -
apartados anteriores. De una de ellas, muy iwportante ac--
tualmente, se va a comentar con cierto detalle en los pa--
rrafos:siguientes. Se hace referencia, a las tecnicas de -
integración reducida y selectiva. 
Con e~te objeto se considera el hiperelemento de 
dos nudos con ct:atro grados de libertad (C1 ), expuesto en 
6.2. 








k* EA = T 
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N10 = i-<1~~> 2 <2+s> 
N20 = ~<1+s> 2 <2-s> 
.{9.1} 
1 2 
N11 = -c1--s:> c1-s:> p . 
1 2 
N21 =--<1+s> <1-s> 8 . 
La matriz de rigidez y vector de cargas son: 
6 
5 
























{ 9 o< 2} 
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que conducen a los parámetros del elemento, tras la condensa 
ción estática: 
k = 1 - 511
2 
2 15 - 411 {9.3} 
- 1 511 p = + 2 2 (15- 411 2 ) 
La evaluación de las integrales en el cálculo k .. 
1] 
y p. se puede llevar a cabo, alternativamente al procedi-
1 
miento análitico exacto anterior, mediante las fórmulas de 
Gai.lss: 
Estas fórmulas permiten calcular exactamente inte 
grales de polinomios de grado 2h-1. 
A continuación se realiza este cálculo para dis-
tintos valores de h. 
1) Un solo punto de Gauss (h=1) • 
resulta 
sil) = o wil) = o 




1 l Ei = 2 ·. 
9 
--4 













. {9. 5} 
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Los parámetros del elemento, calculados mediante 
' esta integración reducidas, no se pueden obtener ya que la 






2) Dos puntos de Gauss (k=2) 
¡:-~2) = 1 . w(2} = 1 
':>1 tr"! , 1 . ~ (2) = 2 
con lo que se deduce 
k* EA 1 = T -2 
1 
-1 1 l - fl -- fl 6 6 
12 I 12 
12 -6 fl -12 



















Los parametros del elemento no son posibles tanp~ 
co de obtener en este caso, ya que 
k 
12 12 




3) Tres puntos de Gauss {k=3) 
~(3) n. w (3) 5 = = 9 1 1 
~(3) o "Yl ( 3) 8 = = 9 2 2 
~(3) -~ w (3) 5 = = 9 3 3 
Con estos valores se comprueba, como era de espe-
rar, que la matriz de rigidez k);Y el vector de cargas equi 
valentes P) son identicas a las expresiones exactas, es de-
cir: 
k* = k* 
-3 y p* = p* = p* 2 
En efecto, el grado máximo de los polinomios inte 
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gr.anuos en el cálculo de k .. es 5, con lo que k=3, es sufi-lJ 
ciente en el análisis. 
Es posible utilizar una_integración con aproxima-
ción diferente en ciertos coeficientes (integración selecti 
va), en particular, en los grados de libaertad que se van a 
eliminar (2 y 4), usar tres puntos de Gauss y en los resta~ 
tes 1 o 2. En esta situación, la matriz de rigidez -que se 
designará por ki 3 o k2 3- deja de ser singular, lo que puede 
representar un serio inconveniente a efectos de convergen-
cia, si no se lleva a cabo el proceso de condensación está-
tico. 
Se obtiene así: 
~i3 EA 9 ll = T 4 8 
12 















~23 = EA fl ~1 -1 l-11 -¡ T 6 -6 • 
1 




1 ¡.11 6 
simétrica 
Pi2 















Los parametros del elemento se puede deducir por 
condensación de los anteriores matrices, así resulta: 
i 
A partir de la matriz- ki 3 
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= 2.{1 4 
resultado inadmisible, ya que k13<o 
A partir de la matriz k2 3 
para lJ.=O 
{9.12} 
que constituye un resultado.~ identico, al caso de integración 
exacta en todos los elementos de la matriz (ecuación 9.3),-
lo que supone un ahorro importante en el esfuerzo de comput~ 
ción. 
A partir de Pi y ki3 
-
p1l3 
= 1 + . 45ll 
2 8(15-4lJ.2 ) 
{9.13} 
A partir.d$ E.i Y.k2 3 
{9.14} 
.A_ · pc:irtl·r·::de • p* y k*3 3 = k* = k* . :··~·."'.· -1 -3 
.... 
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1 + 15 l.1 -
= 2 lr . 2 = p123 
15-4l.l 
{9.15} 
Se comprueba que. ahora como anteriormente no es -
preciso determinar kba con un número de puntos de Gauss ma 
yor que 2, si bien, &us valores exactos se obtienen con 





A partir de E2 y k 13 
= 1 + 15 l.1 2 T _1_5...._ __ 4_l.1..,.2- {9.16} 
-Es decir se puede integrar exactamente p 2 (dos -
Gauss) y kb con solo 1 punto de Gauss. Natural-
- a 
debe de ser calculada exactamente, pues en otro 
caso seria singular. 
A partir de p* y k 
-2 -;-23 
{9.17} 
es decir (~223 = ~) coincide con la soluci6n exacta. 
Se comprende el interés que presenta desde un pu~ 
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to de vista computacional, el uso del número adecuado de -
puntos de integración de Gauss, y la importancia que una -
selección de este número según los términos de la matriz 
de rigidez puede tener en la evaluación correcta de la con..:.. 
densación estática. Por otra parte, se muestra en (3), ade 
más de unos criterios de puntos de integración mínimos y -
suficientes de convergencia, que una evaluación por defec-
to de la matriz de rigidez puede conducir a resultados mas 
exactos. En efecto, esta matriz seria mas flexible, que la 
deducida exactamente mediante elementos finitos, que al ser 
monotonicos son ·.·mas rígid()s que los exactos. No obstante 
esta integración reducida tiene un limite, debido a la po-
sibilidad de introducir movimientos espurios de solido rí-
gido. Aquí solo se comentan estos aspectos en el ejemplo de 
prueba de este articulo., es decir en la barra a extensión. 
10. CONCLUSIONES 
En los apartados anteriores se ha p~anteado el ~ 
problema de la velocidad de convergencia del método de los 
elementos finitos en sus términos mas generales, indicando 
algunos de los numerosos parámetros de los que depende. 
Con .objeto de evitar la complicación algebraica -
del método dG los elemGntos finitos, que aparece en el tra 
..... 
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tamiento de problemas de dimensi6n y continuidad elevadas, 
se ha considerado en este estudio el caso mas simple de la 
columna recta (problema 1-D con continuidad C0 ). Para este 
caso, solo se han estudiado los parametros caracteristicos 
del. elemento que pueden influir en la velocidad de conver-
gencia del cálculo, llevando a cabo un estudio númerico --
que intenta cubrir exahustivaroente las posibilidades actua 
les. Sin embargo no se ha re~lizado ningún intento de resol 
ver problemas importantes anejo7estrechamente relacionados 
con el aquí tratado, en especial: 
a) Sistematizaci6n y nomenclatura de los distintos ele 
mentas. b) Generaci6n automática de funciones de forma y m~ 
trices de rígidez y cargas equivalentes en familias de ele-
mentas. e) Optimizaci6n de mallas. Asimismo no se han consi 
derado otros parámetros del elemento -matriz de resultados, 
matriz de masas consistentes, etc.- que pueden ser decisi-
vos en la exactitud final de los resultados de un cálculo. 
Con estas limitaciones, y de la observaci6n de -
los valores numéricos de los par~metros de distintos eleme~ 
tos y su comparaci6n con la soluci6n exacta, se puede con-
cluir: 
1) En la exactitud de los resultados, es importante -
! 
elegir funciones de deformación (matriz B que rela 
ciona deformaciones-movimientos) que permitan simu 
lar el mayor número de estados de deformaci6n arbi 
-
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trarios. A este respecto, los criterios de defor-
maci6n nula y constantes, necesarios p~ra la con-
vergencia podrían ser ampliados muy facilmente, -
con relaci6n a la velocidad de convergencia en la 
siguiente direcci6n. Definida una base de funcio~ 
nes ortogonal sobre el elemento, el máximo número 
de las primeras funciones de esta base suscepti--
bles de ser anuladas con mínimo de error podría -
ser un indice de la velocidad de conve.rgencia. 
2) Con referencia a la conclusi6n anterior, funciones 
de deformaci6n discontinuas, constituidas por poli-
nomios a trozos, pueden ser mas eficientes que fun 
cienes polinomicas de varios or~enes súperior. Es-
ta eficiencia crece,~f dejar si.es posibfuarbitra-
rias la posici6n de los distintos puntos de disco~ 
tinuidad, es decir, de cambio de expresi6n polino-
mica. 
3) La importancia de las funciones de forma, queda re 
legada a estos efectos a cumplir los requerimientos 
de continuidad mínima. Sin embargo, en la compara-
ci6n entre elementos conformes, la importancia es-
triba en el grado de las funciones de deformaci6n 
o en general en la posibilidad de simular cualquier 
estado de deformaci6n. Los ejemplos de elementos --
con funciones de forma parabolicas ·(apartado 6. 3) , 
- 127 -
distintas conducían tras la condensaci6n a identi 
cos resultados de la matriz de rigidez y cargas -
equivalentes. 
4) Con relación a elementos compuestos, si los subele-
mentos son simples, se deducen valores de k y p mas 
exDctos si bien esta rnejoria es extiaordinariamente 
mas lenta en comparación con la ·obtenida con sube-
lementos mas adecuados (simples obtenidos por con--
densación) o directamente hiperelementos de tres n~ 
dos. Compararse a estos efectos·los resultados del 
apartado 8. Es decir,la complicación del cálculo--
f. 
- : 
(número de subeleme~tos) no significa necesariamen-
te en mejor refinamiento en los resultados. 
5) La importancia del procedimiento de integración nú-
merica no debe de ser disminuida. Existe se~idsn--
temente un número teórico de puntos de integración 
que conduce a resultados exactos en k y p, y que -
por lo tanto, es ineficiente utilizar un número ma-
yor. Mas aun con un número de puntos inferior al -
teóri~o es posible obtener, a partir de matrices del 
elemento total aproximadas, mediante condensación -
valores exactos de los parametros k y p. La experi-
mentación llevada a cabo en. el capítulo 9 es revela 
dora a este respecto • 
. ~ . 
- 128 -
6) -Eh el curso de este estudio, se han obtenido varias 
formulas de caracter general, entre las que cabe --
destacar: 
-Expresión de las funciones de forma en hiperele-
mentos de K puntos y orden N. 
-Obtención mediante recurrencia de las expresiones 
de las características de rigidez k y cargas p a 
partir de N subelementos. 
-Matrices de rigidez y cargas de elementos simples 
con funciones de formas lineales a trozos. Caso -
general de trozos iguales y desiguales. Asimismo 
en conexión con este problema, disposición de los 
nudos intermedios de modo que la matriz de rigidez 
sea optima. 
Estos resultados representan un paso de la direc-
ción de la generación automática de elementos finitos, obj~ 
tivo imprescindible para la evaluación de la exactitud de -
diferentes mallas. 
El estudio aquí presentado, puede servir de pauta 





problemas mas complejos. En especial, una etapa inmediata, 
:apart~-d~ la consideración de otros tipos de variación de 
la sección de la columna,corresponde al análisis de los 
elementos de flexión monodimensionales (1-D orden c1 ), en 
donde la simulación de funciones de forma discontinuas del 
tipo de las usadas en (5) presenta un interés especial. La 
extensión a los elementos triangulares y rectangulares co 
-existen algunas familias ya estudiadas actualmente- y c1 , 
donde resultados generales son escasos, es el siguiente d~ 
safio que el analista en el método de los elementos finitos 
debe aceptar. 
- , ... , 
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